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Devoir surveillé n°5
4h

La présentation, la lisibilité et ’orthographe entreront dans lappréciation des copies. Une copie
non soignée sera pénalisée. La justification des résultats, la clarté et la précision dans le raison-
nement est prise en compte dans la notation. Les résultats essentiels et les réponses aux questions
doivent étre encadrés ou soulignés.

Vous pouvez admettre le résultat d’une question si vous n’arrivez vraiment pas 4 le montrer,
mais il faut & ce moment la Uindiquer clairement sur la copie.

1l n’est pas nécessaire de faire les exercices dans l’ordre, a condition de clairement numéroter
sur sa copie les questions auxquelles on répond. En revanche, il est déconseillé de changer sans
arrét d’exercice et de répondre a des questions par ci par la, notamment en ce qui concerne les
problémes qui sont généralement construits de fagcon progressive (les questions suivantes dépendant
de celles précédentes).

Enfin, lisez bien les énoncés et les hypothéses et prenez le temps de réfléchir et de chercher au
brouillon.

L’usage de la calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Les télé-
phones doivent étre rangés dans les sacs.

Bon travail !

Probléme 1

Etude d’une fonction .
e

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = T
1. Démontrer que f est paire sur R.
2. Justifier que f est C' sur R et étudier ses variations.
3. Montrer que I’équation f(z) = z admet une unique solution ¢ € R*.
4. Justifier que : 0 < £ < %
Données numeériques : e'/2 ~ 1,65 et e ~ 2,72 au centiéme pres.
5. Montrer que : Vo > 0, |f/(z)| < f(z). En déduire que : Vz > 0,|f/(z)| < &.
6. Vérifier que f ([0, 3]) C [0, 3]
Etude d’une suite
On définit la suite (uy),cy par :

uw=0 e YneN, up1=7Ff(un)

1. Montrer que, pour tout n € N, u,, € [O, %}

2. Montrer que, pour tout n € N :
1 1

[Un g1 — €| < 5 [ty — £ puis que |, — €] <

3. En déduire que la suite (u,) converge vers .

Simulation informatique



1. Ecrire une fonction Python, notée f, permettant de définir la fonction f ci-dessus.

2. Compléter le programme suivant afin qu’il calcule une valeur approchée de £ & 1076 preés.

def dicho(x,y,eps):

a=...
b=...
while(....):
m=....
if (f(a)-a)*(f(m)-m) < O:
b=....
else:
a=.

return [a,b]

3. En utilisant la fonction f précédente, écrire une fonction Suite qui prend en entrée un entier
positif n et qui calcule u,,.

4. En utilisant la fonction Suite précédente, comment peut-on obtenir & ’aide de Python une
valeur approchée de £ & 1075 prés?

Solution. Etude d’une fonction

1. Soit x € R alors —z € R et

—x

e

e2r 41
2 e~

ngc e—2x +1
e”

flea) =

x

— f()

|D’of1 f est paire sur R. |
2. On a:
e 2 +— e%, de classe C! sur R,

e > e?® + 1, de classe C! sur R et qui ne s’annule pas sur R.

D’oti a fonction f est C! sur R car c’est le quotient de fonctions de classe C! sur R dont le

dénominateur ne s’annule pas sur R et
e” (62;8 + 1) — et (2621)

vz eR, fi(z) =
(@) e
e3a: + et — 26396
o (e2z + 1)2
_ et — 631
(€22 + 1)2
Comme (e** + 1)2 > 0, f'(z) est du signe de e* — e3%.
Soit = € R.

Onae®—e¥ >0 > er>3r0>22<0> 2.
Dou, Vo > 0, f'(z) <0et Vz <0, f'(x)>0.
|D’of1 f est strictement croissante sur R_ et strictement croissante sur R .

On a en plus f(0) = c(f_(:_l = ﬁ
3. Notons g : z — f(z) — .

La fonction g est dérivable sur Ry et Vo >0, ¢'(z) = f/'(z) — 1.

OrvVz >0, f'(z) <0.

Donc Vz > 0, ¢'(z) = f'(z) =1 < —1 < 0 et la fonction g est strictement décroissante sur

R,.
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La fonction g est continue sur R™ et strictement décroissante sur R,
D’aprés le théoréme de la bijection, g réalise donc une bijection de Rt sur

9 (7)) lim_oe).90)] =| - o0.3].

En effet g(0) = f(0) —0=1 et
g(x) = ()—x A

OO
e"” e” 1 . .
car f(z) = 50— = —= 11 = — — 0 par somme, inverse, quotient et
e*r + 1 esr e’ 1 25+

1+—82x 1+ o

produit.
Or 0 €] — o0, 1].
Donc I’équation g(z) = 0 admet une unique solution ¢ € RT.

Donc I’équation f(z) = x admet une unique solution £ € R¥.

. Ona:
e g(0)=f(0)=0=73 >0,
o g(t) = f(t) — =0,

1 1 1 o3 1 _ 2e3—e—1
e 9(3)=/(3)—s=Fq 1= <O
En effet : 2c% —e—1~2x1,65—2,72—1=23,3—3,72 = —0,42 < 0

On obtient donc : g(0) > g(¢) > g (3).

Ces trois éléments sont dans ’ensemble | —oo, é]
En appliquant ¢! :] — 00, %} — RT qui est strictement décroissante de part et d’autre de
I’inégalité, on obtient :

1
<0<
0 2
. Soit z > 0.
D’apreés la question L.b. f/(z) = ﬂ
p q it - 1_|_62:E =
Done [/(x)] = /() = &
1422’
Ainsi : .
3% _ of e®
[f'(@)] = f(z) =

(623; + 1)2 - e2r 4+ 1
e — e — % x (62”” + 1)

(€2 + 1)2
B eSm_ez_e?;:v_ez
B (27 4 1)
- X
(e +1)*

Ainsi: Vz = 0,|f'(2)] < f(x).

Or, I’étude de la fonction f démontre qu’elle atteint son maximum en 0 .

Dot Vo > 0,|f(z)] < f(z) < f(0) = L.

. La fonction f est continue et décroissante sur [0, 3].

b

D’ou l'intervalle [0, %] est stable par f.

1
ez 1

e+1"2

ol




Etude d’une suite

1. Démontrons par récurrence que : Vn € N, u, € [0, %]
Pour tout n € N, on pose P(n) : u, € [0,1].
Initialisation :
up =0 € [0,3].
Donc P(0) est vrai.
Heérédité :
Soit n € N fixé.
Supposons P(n), c’est a dire que u,, € [0, % [
Montrons que P(n + 1) c’est a dire que w41 € [O, %]
Par définition, u,41 = f (up).
Or, par HR, u, € [0, 3] et V'intervalle [0, 1] est stable par f.
Dot upt1 = f (un) € [0, %]
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion :

Par le principe de récurrence , on en déduit que vn € N, u,, € [0, %]

2. D’aprés les questions précédentes :
e [ est dérivable sur [0, 1]
o Va0, 3],If (@) <3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis que :

2
W) € |0.5] 170 - 1@l < gl

Soit n € N.
En appliquant cette inégalité & y = u,, € [0, %] etx="»¢c [0, %}, on obtient :

1 () = FO1 < 5 Jun 1

D’ou Vn € N, |upi1 — €| < & |u, — €]

Démontrons maintenant par récurrence que : ¥n € N, |u,, — £| < Qn%

On pose P(n) : |up, — 4| < 5t

Initialisation :

lup — €] < § car ug et ¢ sont des éléments de [0, 1].
Donc P(0) est vraie.

Héreédité :

Soit n € N fixé.

Supposons P(n), c’est & dire |u, — | < 5i.

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire [u,41 — €] < 525 -
D’aprés le résultat précédent : |u,41 — ¢ < 3 u, — |

Or, par hypothése de récurrence : |u,, — £ < 2%

En combinant ces deux résultats, on obtient : |u,4+1 — £| < % lu, — €] < %TLH
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion

le principe de récurrence on en déduit que Vn € N, |u,, — £] < 2%

3. Ona:
o neN, [u, —{ < 5t

1
o — 0
antt n——+00




Donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, |u, — €] — 0.
n—-+oo

Donc la suite (u,) converge vers ¢ |

Simulation informatique

1. def f(x):
y=np.exp(x)/(np.exp(2x)+1)
return y

2. a=0

b=1/2
while(b-a>10%%(-6)):
m=(a+b) /2
if (f(a)-a)*(f(m)-m) < O:
b=m
else:
a=m
print([a,b])

3. def Suite(n):
u=0
for i in range(n):
u=f (u)
return(u)

4. D’aprés la question 2.b., pour tout n € Non a : |u, — ¢| < 2%

Sil existe n € N tel que : gz < 107, on obtiendra par transitivité : [u, — €| < 1075. Or :

1
Tﬁlgur6@2M4>1W<¢mp+nm@)>6mum
61n(10)
1>
S n+ n(2)
0> 6In(10)
In(2)

In(2)
est une approximation de £ 4 1075 prés.
1l suffit alors d’appeler la fonction Suite avec pour paramétre N.

Pour N = [Gln(lo) - 1} +1, on est donc assuré que |uy — £] < 107% ce qui signifie que uy

N=np.floor (6*np.log(10)/np.log(2)-1)+1
u=Suite(N)

Probléme 2

Pour tout entier naturel n, la fonction f,, est définie sur [0, 4o0[ par

—n/l .

xe siz>0
n\T) =

In(@) {O sizx=0

Cas général

—_

. Montrer que f,, est continue et dérivable sur [0, +oc0l.

2. Ecrire un programme Python permettant de définir la fonction f,.

3. Etudier les variations de f,, ainsi que sa limite en 4oco. dresser son tableau de variations.
4

. Justifier que f,, est C? sur ]0, +oo[ et déterminer f(z) pour tout x €]0, +ool.



5. Justifier que f est dérivable en 0 et préciser f}/(0).
6. Tracer dans un méme repére 'allure des courbes C; et Co des fonctions f; et fo.
7. (a) Montrer que pour tout n € N il existe un unique réel u,, tel que f, (u,) = 1.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a u,, > 1, et u, est solution de I’équation zlnz = n.

(c) Etudier la fonction g définie par g(z) = zInz. En déduire que la limite de u,, quand n
tend vers 400 est 4-o00.

(d) Montrer que Inu, + In (Inu,) = lnn.

Cas particulier
Dans cette question, on ne s’intéresse plus qu’a la fonction f; définie sur [0, +oo[ par :

{asel/z siz>0

hlw) = 0 sizx=0

On définit par ailleurs une suite (v,) par vo =1 et Vn € N,v,11 = f1 (vp).

1. Déterminer le signe de fi(z) — x sur [0, 400 et les éventuelles solutions dans [0, +oo[ de
Péquation f1(z) = .

Montrer que Vn € N, v,, € [0, 1].

Etudier la monotonie de la suite (v,,).

En déduire que (v,,) converge et préciser sa limite.

oUW N

Ecrire une fonction Python qui prend un entier n et qui calcule v,,.

Solution. Cas général

1. Soit n € N.
La fonction f,, est continue sur |0, +o0o[ comme produit de fonctions continues sur |0, +o00].
n
De plus, lim —— = —o0.
z—0t T
Donc, par composition, lim f,(z) = lim e T =0 = fn(0).
z—0+ z—0t

D’ou f,, est continue en 0.

On en déduit que f,, est continue sur [0, +oo].

La fonction f,, est dérivable sur ]0, +oco[ comme produit de fonctions dérivables sur |0, +o0].
Afin de déterminer si f,, est dérivable en 0, on étudie son taux d’accroissement en ce point :

_ —n/x
fn(.’b) fn(O) _ ze _ efn/:v —5 0
z—0 z x—0F

Le taux d’accroissement de f,, en 0 admet une limite finie, d’ou f,, est dérivable en 0.
Donc f,, est d dérivable sur [0, +o0[.

Ainsi f,, est définie et dérivable sur [0, o0l |

2. def f_n(x):
if x>0:
y=x*np.exp(-n/x)
else:
y=0
return y

3. Comme nous 'avons vu a la question 1, f,, est définie et dérivable sur [0, +oo[, f/(0) =0
et
Vo >0, fl(z

=e /T 4 x%e_"/m = (1 + %) e /T > 0.
avec f!(0) = 0.



|D’01‘1 fn est strictement croissante sur R |

De plus, lim e /% =¢% =1.
T—+00

D’ot par produit, lim ze ™ = +o0.

li
T—+00
4. La fonction f,, est C? sur |0, 4+o0[ comme produit de fonctions C? sur |0, +-o0 et

2
v M N
Ve >0, fll(z) = — 3¢ n/e g (1 + E) 2 n/e = -3¢ /e,
5. Afin de déterminer si f], est dérivable en 0, on étudie son taux d’accroissement en ce point.

f'r/L(m) - fT/L(O) (1 + %) e/ e—n/x /T

= = +n—s— — 0
z—0 T T % z-0t
En effet, en procédant comme précédemment, on obtient
. eT/® e X . X2 . )
lim 5>— = _lim — = _lim — = O(par croissances comparées).
z—0+ I Xodoo <5 X—+oo €™

Ainsi f] est dérivable en 0 et f//(z) = 0. |

6. Voici les représentations graphiques

7. (a) Soit n € N.
La fonction f,, est continue sur [0, +oo et strictement croissante sur [0, 400l
Donc d’aprés le théoréme de la bijection, elle réalise donc une bijection de [0, +oc0 [ sur
fn ([0, 400]).
Or f, ([07 +OOD = [fn(0)>1imz%+oo fn(I')[ = [Oa +oo[‘
Comme 1 € [0,+00[, on en déduit que 1 admet un unique antécédent w, € [0,+o0]
par la fonction f,.

|Ainsi, pour tout n € N, il existe un unique réel u,, tel que f, (u,) = 1. |

(b) Soit n € N.
On af, (u,) = 1 par définition et f,(1) = le™"/! =e " < e =1,
Ainsi f,, (un) > fn(1).
Or, d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f,,; 1 : [0, +0o[— [0, +00] est stricte-
ment croissante.

En appliquant f; ! de part et d’autre de I'inégalité, on obtient .

Par ailleurs,
fn () =1 & upe ™/ =1 & u, =™ o n(u,) = u”—n < up In (u,) =n.

|Donc U, est solution de I’équation zlnx = n. |

(c) g est définie et dérivable sur |0; 400 et
Ve >0, ¢'(z) =In(z) + 1 =1+ In(z).



Or¢g(z) >0 1+n(z) >0 In(z) > -1z >e b

D’ou g est strictement décroissante sur ]0,e~1] et strictement croissante sur [e~!, +oo].
La fonction ¢ est continue sur [6_17 +oo] et strictement croissante sur [e_l, +ool.

Elle réalise donc une bijection de [e’l, 400 [surg ([efl, +o0]) .

Or g(fe™!,+oc]) = |g (e7!) ,wgrfoog(x) = [—e7!, 400

On note alors g~ ! la bijection réciproque de Glfe1,4o00| -

D’apreés le théoréme de la bijection, g~ ! est strictement croissante & valeur dans [e ™!, +o0].
Or g (u,) = n donc u, = g~*(n).

On en déduit que lim w, = lim ¢~ '(n) = +oo.
n—-+oo n—-+oo

(d) D’aprés la question 5.b., g (u,) = n.
Or g(up) =n < upln(u,) =n < n(u,In(uy)) = In(n) < In(uy) + In(In(uy,)) =
In(n).

L’écriture In (In (u,,)) est valide car on a démontré en 5.b. que u,, > 1 et donc In (u,,) > 0.

Cas particulier

1. Soit z > 0.
Siz=0,fi(z)—z=0-0=0.
Siz>0,fi(z)—z=ze/*—z=zx(eV/*—1) <Ocare /" < 1.

|Ainsi Vo >0, fi(z) —x < 0 et Péquation fi(x) =z admet 0 comme unique solution sur [0, +00[. |

2. Démontrons par récurrence que Vn € N, v,, € [0, 1].
Pour tout n € N, on pose P(n) : v, € [0, 1].
Initialisation
vg =0 € [0,1] donc P(0) est vraie .
Hérédité
Soit n € N fixé.
Supposons P(n) vraie, c’est a dire v, € [0, 1].
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire v,41 € [0, 1]).
Par hypothése de récurrence, on a 0 < v,, < 1.
La fonction f; étant croissante, on en déduit que f1(0) < f1 (v,) < f1(1).
Dot 0 < v,q1 <e L.
D’ou 0 < Un+1 < 1.
Donc P(n + 1) est vrai.
Conclusion
|Par le principe de récurrence, on en déduit que Vn € N, v, € [0, 1]. |

3. Soit n € N.
D’aprés la question 6)a) : v,11 — vy, = f1 (V) — v, < 0.

|Ainsi la suite (v, ) est décroissante. |

4. D’aprés les questions précédentes, la suite (v,,) est décroissante et minorée.
D’aprés le théoréme de convergence monotone, elle converge donc vers une limite ¢ € [0, 1].
Ainsi, on a :
o VneN, vy = fi(vp)
e (v,) converge vers une limite ¢ € [0, 1].
e fi est est continue sur [0, +oo].

D’aprés le théoréme du point fixe, on en déduit que ¢ vérifie ’équation f; (¢) = £.

|La suite (vy,) converge donc vers 0 , car c’est 1’ unique point fixe de la fonction f (cf. q. 1)). |




5. def f_1(x):
if x>0:
y=x*np.exp(-1/x)
else:
y=0
return y

n=int (input ('Donner une valeur de n:'))

v=1

for i in range(n):
v=f_1(v)

print(v)

Probléme 3

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On considére la matrice carrée d’ordre n dont tous
les coefficients diagonaux sont égaux & 0 , et dont tous les autres coefficients sont égaux a 1 :

0 1 1
1 0 .o

My=1 = ((3))
- - .‘ 1
1 1 0

On note I,, la matrice identité d’ordre n.
Partie I
On considére la matrice J,, carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 :

1 1 1

g, = 1 1
S
1 1 1

1. Montrer que : Yk € N*, (J,,)* =n*=1J,.
2. Exprimer M,, en fonction de I,, et J,.
3. A l’aide de la formule du bindéme de Newton, montrer que :
k
k\ —i
Vk e N*, (M,)* = exdn + (=1)F L., avec ¢, = Z (_)nll (=1)",
i
i=1
- )

5. En déduire, pour tout k € N* | une expression des coefficients diagonaux et des coefficients
- k .
non diagonaux de (M,,)", en fonction de n et de k.

Partie II
Soit m > 2. On considére un graphe non orienté K,, & mn sommets numérotés de 1 & n ayant
pour matrice d’adjacence M,,.

4. Montrer que : Vk € N*, ¢ =

1. Représenter graphiquement les graphes Ko, K3, K4 et K.
2. Le graphe K, est-il complet ? connexe ? (& justifier).

3. Dans le graphe K, combien existe-t-il de chaines (ou chemins) de longueur 4 menant du
sommet numéro 1 & lui-méme ?

4. Déterminer le degré de chaque sommet du graphe K.



5. Le graphe K, est-il eulérien (& justifier) ?
6. En utilisant le lemme d’Euler, montrer que le nombre total d’arétes du graphe K, est égal
n(n—1)
a ——=.
2

Solution. Partie I

1. Soit n > 2 (il fallait bien comprendre ici que n était fixé).

k _
=nk-17],.

Montrer par récurrence sur k (et non sur n!) que Vk € N*| (J,,)
Pour tout k € N*, on pose P(k) : (J,)* = n*=1J,.
Initialisation

Pour k =1, on a bien J, = n°J,.

Donc P(1) est vraie.

Héreédité

Soit k € N* fixé. Supposons P(k) vraie c’est a dire que J*¥ = n¥=1J,,.
Montrons que P(k + 1) vraie c’est a dire que J* = n*J,,. .

On a
Jk+1 _ Jan
= J,-nFl, par HR
— ’I’I,k_1J2
= nk_ann
= nkJn,
car
1 1 .- 1 1 1 --- 1 n on_ ---n
J? — 1 1 1 1 _|n n —nJ
1 | n
1 1 1 1 1 1 n n n

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion

Par le principe de récurrence, on en déduit que Vk € N*| (Jn)k =nk17,.

2. | De maniére évidente M,, = J,, — I,. |

3. Soit k € N*. Comme J,, et —I,, commutent, on peut appliquer la formule du binéme pour

écrire
Mnk = (Jn_In)k
k
AN 4
= Z(,)J;(—In)k-z
im0 \*

k ‘ ~
= (=11, + ; (f) Ji(=I,)"
A (i ('j)ni—1<—1>k—i> Jn

i=1
car J: =n'"1J, d’aprés q. 1)
= (=1L +crdn,

ol on a posé

k= sz; (];)nil(—l)ki.
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k
Ainsi Yk € N*, (My)* = el + (=) I, avec cp = Y @ n' o (~1)F

i=1

4. Soit k € N*. Par la formule du binéme (pour des nombres réels)

o = i(’j)ni1(—1>ki=§k3(’j)ni1(—1)ki_<—;>k

ce qui est bien la formule attendue.

5. Soit k € N*. En dehors de la diagonale, tous les coefficients de M* sont égaux & ¢; donc
égaux a
(n _ 1)k T (_1)k+1
p .

Sur la diagonale, tous les coefficients de M* sont égaux & (—1)* + ¢;, donc

R Ve (e VA G [ Vg

Partie II
1. 1l s’agit de graphes complets

2. | Le graphe K, est completl pour tout m > 2 puisque tous les coefficients de la matrice

d’adjacence valent 1 hors diagonale, ce qui signifie que tous les couples de sommets sont
reliés par une aréte. Le graphe est donc aussi connexe, puisque par conséquent tous les
couples de sommets sont reliés par au moins une chaine (méme ici par une chaine de
longueur 1 que sont les arétes).

3. Le nombre de chemins de longueur 4 menant du sommet 1 & lui-méme est le coefficient a
la premiére ligne et premiére colonne de la matrice Mj.
D’aprés la q.5) partie I, ce coefficient vaut
3*+3(-D* 84

= — =21
4 4

| Ainsi le nombre de chemins de longueur 4 menant du sommet 1 & lui-méme vaut 21.

4. Dans un graphe non orienté, le degré d’un sommet est le nombre de sommets adjacents a
celui-ci.
Dans le graphe K,,, chaque sommet est adjacent aux n — 1 autres sommets.

|Donc le degré de chaque sommet vaut n — 1.

5. ler cas : n pair alors n — 1 est impair.
Alors dans ce cas les sommets sont tous de degré impair et donc le graphe étant connexe il
n’est pas eulérien.
2éme cas : n imppair alors n — 1 est pair
Alors dans ce cas les sommets sont tous de degré pair et donc le graphe étant connexe il
est eulérien.

Ainsi, si n est pair alors le graphe n’est pas eulérien et si n est impair alors le graphe est eulérien.
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6. D’apres le lemme des poignées de mains, la somme des degrés d’'un graphe est égale au
double du nombre des arétes de ce graphe. Notant x, le nombre d’arétes de K, et s; le
sommet numéro i, on a donc

n n - 1
S deg(si) =26, == D (n—1) =2k, <> k= %
=1 i=1
Ainsi le nombre total d’aréte du graphe K, est @ )
O
Probléme 4
R3 RS

On considére I'application f : (@, ) : (—y— 2~ — 2,04y +22)
1,-1

etonpose U= (1,1,-1) et V=(-1,—-1,2) et W =(2,-1,-1).

Partie I

1. Justifier que f est une application linéaire et déterminer une matrice A telle que
VX € M3 1(R), f(X)=AX.

2. Montrer que I'ensemble E4 = {x € R3, f(z) = 2} est un espace vectoriel et en déterminer
une base.

3. Montrer que (V, W) est aussi une base de E4.

=

Montrer que I'ensemble Fy = {z € R?, f(z) = 0} est un espace vectoriel et que U en est
une base.

. Déterminer la dimension de Ker(f). f est -elle injective de R dans R3?

. Sans calculer I'm(f) déterminer sa dimension.

. Déterminer une base de Im(f) et retrouver les résultats de la question précédente.
. f est-elle surjective de R3 dans R?® (a justifier) ?

Partie II

1. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de R3.

2. On considére la matrice P qui contient les vecteurs U,V et W en colonne, c’est a dire
1 -1 2

P=|1 —1 —1]. Justifier que la matrice P est inversible et donner son inverse P~!.
-1 2 -1

)
6
7
8

3. Ecrire une commande Python pour définir la matrice P.
4. Déterminer la matrice D telle que A = PDP~! et montrer alors que A2 = A.
5. Montrer que, pour tout n € N*, A™ = A.

Solution. Partie I

1. f est une application linéaire de R? dans R?, car il existe la matrice A tel que VX € M3 1 (R),

0 -1 -1
f(X)=AX.enposant A= -1 0 -1
1 1 2

2. Montrons que F4 est un sous-espace vectoriel de R3.

—a—b—c=0
z=(a,byc) € Exs fla)=ze —a—b—c=0 &{ —a-b—c=0
—a—b—c=0

& c=—-a-—0b
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Dot E4 = {(a,b,—a —b), (a,b) € R?} = {a(1,0,—1) +b(0,1,-1), (a,b) € R?}.
Ainsi E4 = Vect ((1,0,-1),(0,1,-1)).

|Par conséquent, E4 est un espace vectoriel (comme espace engendré par certains vecteurs). |

De plus (1,0,—1) et (0,1, —1) forment une famille génératrice de E4 et aussi une famille
libre, car de maniére évidente les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

|D’of1 ces deux vecteurs forment une base de E 4. |

3. Montrons que la famille (V, W) est une base de E4.
Tout d’abord on a par calcul f(V) =V et f(W)=W.
Donc la famille (V, W) est une famille de vecteurs de E4.
De plus la famille (V, W) est libre, car V et W ne sont pas colinéaires de maniére évidente.
D’aprés la question précédente, dim(E4) = 2 = Card((V,W)).
D’oi la famille (V, W) est bien une base de E4. |

4. Montrons que F4 est un sous-espace vectoriel de R3.

—b—c=0
z=(a,byc) € Faé flz)=(0,000<{ —a—c=0 @{Ub‘::g
a+b+2c=0 o

Ainsi F4 = {(—c¢,—c,c), ce R} ={c(-1,-1,1), ce R} = Vect ((—1,—1,1)).
|Par conséquent,F'4 est un espace vectoriel (comme espace engendré par certains vecteurs) |

De plus U = (—1,—1,1) est générateur de F4 et par ailleurs il forme une famille libre car
il est non nul.
|D’01‘1 U forme une base de Fy. |
5. Calculons : Ker(f).
On a Ker(f) = Fa = Vect(U).
D’ou U est générateur de Ker(f).
De plus U # O, donc U forme une famille libre.

Ainsi U est une base de Ker(f) qui est donc de dimension 1.Par ailleurs Ker(f) # {0}, donc f n’est pas

6. D’apres le théoreme du rang :

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(R?)

| Doit dim(Im(f)) =3—1=2.]

7. Pour déterminer Imf calculons f(e1), f(e2), f(e3), ou (1,2, 3) est la base canonique de
R3,

On a:

f(gl) = (07 _]-7 1) = 6/1
f(e2) =(-1,0,1) = €5,
f(53) = (—17 —-1,2) = eg.

D’ou Im(f) = Vect (e}, €}, €5).
On remarque que e = ¢} + .
| D'oit Im(f) = Vect(e'l,¢5) = Veet ((1,0,-1),(0,1,~1)) = Ea. |

8. | f n’est pas surjective de R? dans R? car dim(Im(f) = 2 # dim(R3?).Donc Im(f) # R3.
Partie II
1. Montrons que la famille (U, V, W) est une base de R3.

On peut facilement montrer que la famille (U, V, W) est libre en montrant que
aU4+bV +cW =0&a=0b=c=0 (a faire).
De plus dim(R3) = 3 = Card((U,V,W)).

Donc la famille (U, V, W) est bien une base de R |.
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2. Calculons la réduite de Gauss de P :

1 -1 2 1 00
1 -1 -1 010
-1 2 -1 0 01
1 -1 2 1 0 0 Ly ¢ Ly — Ly
~(0 0 3 1 -1 0 Lu e Ly + L >
0 1 1 1 0 1 s
1 -1 2 1 0 0
~f(0o 1 1] : 1 0 1 || Ly« Ls
0 0 3 1 -1 0
On obtient une matrice triangulaire supérieure ayant tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls.

Donc P est inversible.

On poursuit les calculs pour trouver P71,
10 3\ 2 0 1
0 1 1| : 1 0 1 || L« Li+Le
0 0 3 1 -1 0
1 00 1 1 1 Ly Li— Ly
~[0 3 0 2 1 3 Lo 3o —1I
0 0 3 1 -1 0 2 2
1 00 1 11
~[0 1 0 2/3 1/3 1 ’?:?g
0 0 1 1/3 —-1/3 0 3 3
1 11
Dou P~ '=1] 2/3 1/3 1
1/3 -1/3 0

3. La commande Python est *
P=np.array([[1,-1,2], [1,-1,-1],[-1,2,-111)

4. Ona D= P 1AP.

0 0

En effectuant le produit matriciel on trouve que D= [0 1 01
0 0
1

(car D étant une matrice diagonale, D? = diag(0,12,12) = D).

5. |Alors par récurrence immédiate (3 faire), on en déduit que : Vn € N*, A™ = A.

Probléme 5

Deux personnes P; et P, ont rendez-vous dans un complexe formé de cinq sites S, S, S3, S4, S5
disposés en pentagone, le site S; étant relié a celui Sy par une route, celui Sy étant relié au site Ss
par une route, ..., le site S5 étant relié au site S; par une route.

Ils arrivent au rendez-vous & ’heure prévue, mais suite & un malentendu, P; se présente au site Sy
et P, au site Ss.

1. Représenter la situation sous forme d’un graphe ot les sommets représentent les sites et les
arétes les routes.

2. Le graphe est-il complet ? connexe ? eulérien ?
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Ils décident alors de partir & la recherche I'un de ’autre. Ils empruntent les différentes routes
du complexe avec les régles suivantes :

e 3 partir d’'un site, chacun choisit de se rendre sur I'un des deux sites voisins, les deux
probabilités étant équiprobables (autrement dit chacun choisit de se rendre sur un des sites
voisins de celui ou il se trouve avec méme probabilité) ;

e les déplacements des deux personnes se font simultanément ;

e tous les choix de déplacements se font indépendamment les uns des autres.

Ils continuent & se déplacer ainsi jusqu’a se retrouver éventuellement sur un méme site (ils ne se
rencontrent pas le long des routes). Une fois retrouvés, ils ne se déplacent plus.

Pour tout entier naturel n, on définit les trois événements A,,, B, et C), :
— A, : “les deux personnes sont sur le méme site aprés le n-iéme déplacement"
— B, : “les deux personnes sont sur deux sites adjacents aprés le n-iéme déplacement"
— (), : “les deux personnes sont & deux routes de distance aprés le n-iéme déplacement"
On note a,, b, et ¢, les probabilités des événements A, B, et C,.

1. Justifier que A,,, B, et C, forment un systéme complet d’événements.

2. Déterminer les valeurs de ag, by et cg.
1
3. (a) Montrer: VneN P,y (Anyr) = 1
(b) Justifier :  Pga, (Any1) = 1.

(c) Déterminer toutes les probabilités conditionnelles analogues, c’est a dire
Pp,(An+1), Pa, (Bnt1),Pp, (Bnt1), Po, (But1), Pa,(Cnt1), Pr, (Cntr), Po, (Cntr).

apt+1 = ap + ch
) . . . . 3
4. Etablir les relations suivantes, pour tout entier n € N : bpy1 = an + ch
1 1
Cn+1 == an + §Cn

5. (a) Déterminer une relation entre b, 12, b,+1 et b, (indication : montrer que b, o = %bn_l,_l -
5
150n)-
(b) En déduire une expression de b,, en fonction de n.

5—-+5 545
3 et f = g

On fera intervenir les nombres o =

(c) Montrer que pour tout n € N : Cp =

(8" —am).

| S

6. (a) Exprimer a, en fonction de n, « et 3.
On pourra s’intéresser a la somme a,, + b, + ¢,.

(b) Déterminer la limite de la suite (ay,)nen-

(¢) Quelle est la probabilité que les deux personnes ne se retrouvent jamais 7

Solution. 1. Voici le graphe
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i
O, VA4

©)

. Le graphe n’est pas complet car toutes les paires de sommets ne sont pas reliées par une
aréte.

Le graphe est connexe car toutes les paires de sommets sont reliés une chaine.

Le graphe est eulérien car le graphe est connexe et le degré de chaque sommet est pair.

. La distance maximale entre deux sites est de deux routes.
Donc A, B, C, sont les seuls cas possibles.
De plus, ces événements sont incompatibles deux & deux,

|Ainsi Ay, By, C, forment un systéme complet d’événements. |

. A linstant 0, les deux personnes sont sur des sites adjacents (S7 et S2). Ils sont donc & une
route de distance.
|D’of1, ap =0, by =1, co = 0.

. (a) Siles deux sont & deux routes de distance, ils se retrouvent sur le méme site a condition
qu’ils se dirigent tout deux dans la direction qui les rapproche.

1
Chacun le fait avec une probabilté de 3

1 1 1
Dot, Pc, (Ant1) = 3X57 71

(b) S’ils sont tous les deux sur le méme site, ils ne bougent plus, et donc ils restent ensemble.
|Doit, Py, (Any1) = 1.

(c) Pour cette méme raison, on a P4, (Bpt+1) =0et Py, (Cry1) =0.
Pp, (Ap+1) = 0 (quand ils sont & une route de distance, car ils se croisent ou ils
s’éloignent

)
Pp, (Bnt1)

= Z (ils se déplacent tous deux dans le méme sens; horaire avec une
probabilti¢ £ = I ou antihoraire, ou ils se croisent)
Pp, (Cpy1) = % (ils se fuient)
Pe, (Ant1) = i (dans le sens opposé qui les réuni)
Pe, (Bpt1) = i (dans le sens opposé qui les rapproche)
Pe, (Cry1) = % (ils se déplacent tous deux dans le méme sens)

Remarque : la q.4) donne en fait les réponses a cette question. En effet, si vous avez com-
pris le mécanisme de ce type d’exercice, il s’agit ensuite d’appliquer la formule des probas
totales pour trouver des relations de récurrence et cette formule fait intervenir les probas
conditionnelles demandées. Cela vous donne ainsi une idée des valeurs a trouver et doit
normalement vous permettre de comprendre pourquos.

. Soit n € N.
D’aprés la formule des probas totales appliquées au sce (A, B,,Cy) tous de probabilité
non nulles, il vient :
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P(A,4+1) =PANAu1)+P(B,NAL1)+P(CrNApi)
=P (An) Pa, (An+1) +P (Bn) Pg, (An+1) +P (Cn) Pc, (AnJrl) .
Puis en remplagant par les valeurs, on trouve :
1

Ap41 = Ap + —Cp.

4
1
Ap4+1 = Qp + ch
, 31
On procéde de méme pour les deux autres relations de récurrence. bpi1 = an + 1
1 1
Cn+1 = zbn + §cn

5. (a) On a alors

3

bn+2 - anJrl + chJrl

3 1/1 1
= an+1 + Z an + §Cn
3 1

1
= = bn T bn S 6En
PR TR

1
Par ailleurs, b, 41 = an + ch, d’oit ¢, = 4by, 1 — 3by,.
En remplacant ¢, par I’expression trouvée dans la relation précédente, il vient :

3 1 1
bn+2 - anJrl + T6bn + g (4bn+1 - 3bn)
) 5
- anJrl - TGbn

(b) La suite (by,), oy est donc réCurrente linéaire du second ordre & coefficients constants.

) 5 25 20 5
Son équation caractéristique est 72 — ZT + 6= 0 (:e dis;:riminant A= 616" 16
-3 5—+b
D’ot, ’équation admet deux racines qui sont o = 4 5 4 — Sf et B = %.

D’aprés le cours, il existe donc deux réels A et u tels que
Vn €N, b, = Aa" + us"

avec A et p solutions de :

=73 g M
=1-2A
< iﬁ)\ 3 _ 5+vB _ 1=V5
8 4 8 - 8
N R
o 10
_5—5
10

Conclusion : | b,, = 10 g 10 3

5_\/5(5_\/5>”+5+\/5<5+\/5> :é(anﬁ-l_’_ﬁnﬁ-l)
5

(c) Soit n €N, ¢, = 4b,, 1 — 3by,.
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D’ou,

Cn — 4% (an+2+6n+2)_3§ (an+l+ﬁn+l)
= :((a-3)a-a"+(5-3)5-5")
avec
(4o —3)a = (45_\/5—3>5_\/5
8 8
_ _i 5
(48-3)8 = (“f:a)“f
8 8
1
= 1 5

AinsiVn e N, ¢, = % 8" —a™)

6. (a) Comme (A, By, C,) est un systéme complet d’événements, a,, + b, + ¢, = 1.

D’ou
a, = 1—0b,—c,
— l_g(n_an n+1+ﬁn+1)

U‘\Hk

o (£:5) (81
() ()

5—3%5_6,15+3\/5
10 10

(b) Et comme |a| < 1et |8] <1 (car 2 <+/5 < 3) alors 1irJ£1 a"=0et lim A"
n—-+0o0o

n—-+oo

MES %

Ainsi, Vn e N, a, =1—-a"

Ainsi lim a, = 1.
n——+oo

(¢) Ne se retrouver jamais correspond & lim P (4,) =0
n—-+o0o

| On peut donc en conclure que les deux personnes se retrouveront presque surement.

O
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