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Concours blanc
Ah

La présentation, la lisibilité et 'orthographe entreront dans l’appréciation des copies. Une co-
pie non soignée sera pénalisée. Les résultats essentiels et les réponses aux questions doivent étre
encadrés ou soulignés.

La justification des résultats, la clarté et la précision dans le raisonnement est prise en compte
dans la notation. Vous pouvez admettre le résultat d’une question si vous n’arrivez vraiment pas a
le montrer, mais il faut a ce moment la lindiquer clairement sur la copie.

1l n’est pas nécessaire de faire les exercices dans l’ordre, a condition de clairement numéroter
sur sa copie les questions auxquelles on répond. En revanche, il est déconseillé de changer sans
arrét d’exercice et de répondre a des questions par ci par la.

Enfin, lisez bien les énoncés et les hypothéses et prenez le temps de réfiéchir et de chercher
au brouillon.

L’usage de la calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Les télé-
phones doivent étre rangés dans les sacs.

Bon travail !

Exercice 1

a1y L R3 — R3
On considére I'application f : { (@,9,2) = (—y—z—2— 20 +y+22)
1. Justifier que f est une application linéaire.

2. Montrer que 'ensemble £ = {X € R3, f(X) = X} est un espace vectoriel et en déterminer
une base.

3. Déterminer Ker(f) et en donner une base. f est -elle injective de R® dans R3?

4. Sans calculer Im(f) déterminer sa dimension. f est-elle surjective de R3 dans R3 (& justi-
fier) ?

5. Déterminer une base de Im(f) et retrouver les résultats de la question précédente.

Solution. Partie I

1. f est une application linéaire de R? dans R?, car il existe la matrice A tel que VX € M3 1 (R),

-y —z 0 -1 -1
Y=AX ,ouY = —x—2z |,enposant A= | —1 0 —1
T+y+2z 1 1 2

2. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3.

X =(a,b,c) € E s f(X)=X
—a—b—-c=0
& —a—b—c=0
—a—b—c=0

(:){ —a—b—c=0
Se=—-a—-0>



Dot E = {(a,b,—a —b), (a,b) € R*} ={a(1,0,-1) +b(0,1,-1), (a,b) € R?}.
Ainsi E = Vect ((1,0,-1),(0,1,-1)).

|Par conséquent, E est un espace vectoriel (comme espace engendré par certains vecteurs). |

De plus (1,0,—1) et (0,1, —1) forment une famille génératrice de E et aussi une famille
libre, car de maniére évidente les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

|D’of1 ces deux vecteurs forment une base de E. |
3. Déterminons Ker(f).

X =(a,b,c) € Ker(f) < f(X)=(0,0,0)

—b—c=0
= —a—c=0
a+b+2¢c=0
ol a=-c
b=—c

Ainsi Ker(f) = {(—c¢,—¢,¢), ce R} ={c(-1,-1,1), c e R} = Vect ((—1,-1,1)).

De plus U = (=1, —1,1) est générateur de Ker(f) et par ailleurs il forme une famille libre
car il est non nul.

|D’0f1 U forme une base de Ker(f). |

Par ailleurs Ker(f) # {0}.

|Donc f n’est pas injective de R? dans R3. |

4. D’apres le théoréme du rang :

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(R?)

|D’0f1 dim(Im(f))=3—-1=2. | f n’est pas surjective de R? dans R? car dim(Im(f) = 2 # dim(R?).Don

5. Pour déterminer Imf calculons f(e1), f(e2), f(e3), ou (£1,€2,€3) est la base canonique de

R3.

On a:

f(gl) = (07 -1, 1) = 6/1
f(52) = (_1707 1) = 6/2’
fles) =(—1,-1,2) = €.

D’ou Im(f) = Vect (e, ¢eh,€4).
On remarque que e = ¢} + €.
|D’of1 Im(f) =Vect(e'l,e) = Vect ((1,0,-1),(0,1,—-1)). |

Probléme 1

On désigne par n un entier naturel non nul, par p un réel de ]0; 1] et on pose ¢ =1 — p.

Dans la suite, on s’intéresse & une épreuve de saut en hauteur au cours de laquelle un athléte doit
essayer, pour gagner, de réussir a passer dans ’ordre n hauteurs numérotées 1,2, ...,n, 'athléte ne
pouvant, accéder & la hauteur suivante que s’il a réussi a passer la hauteur précédente. L’épreuve
s’arréte lorsque ’athléte échoue son saut & une hauteur donnée ou bien lorsqu’il a réussi & passer
les n hauteurs.

Pour tout k € [|1;n—1|] on dit que le niveau de P’athléte est k si, et seulement si, il réussit a passer
la hauteur k et échoue & la hauteur k£ + 1. On dit que le niveau de 'athléte est n si, et seulement
si, il réussit & passer les n hauteurs et on dit que le niveau de I’athléte est 0 s’il échoue dés le la
hauteur 1.

On admet que la probabilité de passer d’une hauteur & une autre est constante et égale a p, la
probabilité de passer la hauteur 1 étant, elle aussi, égale & p.

On note X, le niveau atteint par ’athléte.



Pour tout k € [|1,n]], on note Ry 'événement "l’athléte réussit & passer la hauteur k."

1. (a) Justifier soigneusement que l’ensemble des valeurs prises par X,, est X,,(Q) = [0, n].
(b) Déterminer la probabilité P (X, = 0).
) Ecrire ’événement (X,, = n) a I’aide de certains des événements Ry puis déterminer la
probabilité P (X,, = n).
(d) Ecrire, pour tout entier k de [1,n—1], ’événement (X,, = k) 4 I’aide de certains des évé-
nements Ry, puis déterminer la probabilité P (X,, = k). Vérifier que I’expression trouvée
reste valable pour k£ = 0.

—
o

n
2. Veérifier par le calcul que Z P(X,=k) =1
k=0
3. Expliquer pourquoi X,, admet une espérance et écrire cette derniére sous forme d’une somme
dépendant de n et de p.

4. Déterminer lim F (X,).
n—-+4oo

Solution. 1. (a) L’athléte peut échouer dés le premier saut, auquel cas X,, = 0. Il peut aussi
réussir a passer les n hauteurs de saut, auquel cas X,, = n. Toutes les valeurs intermé-

diaires étant possible, on en déduit que |Xn(Q) = [0;n] |

(b) [X,, = 0] correspond & un échec dés la premiére hauteur, ce qui arrive avec probabilité
1 — p. Ainsi,

[Xn:n]:Rl ﬂR2ﬂ~~~ﬁRn
D’ou d’aprés la formule des probabilités composées il vient :
P(Xn:n):P(leRgﬂ”'ﬂRn)
= P(R;y) Pg, (Rg) X -+ X Pm;;lm (Ry)

=pPpXpPpX--- XD
:pn

Ainsi, | P (X, =n) = p",

(d) Soit k € [1;n —1].
Toujours d’aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(Xp=k)=P(RiN---NRxN Ryy)
= P(R;) Pg, (Ry) x -+~ x Pry-ig, (Ri) Prr_ g, (Rit1)
=pPXDPX--XPpXq
=p’q

Ainsi, |Vk € [1;n — 1], P(X, = k) = pFq.

Pour k =0, on a p*q = ¢ = P (X,, = 0) et la formule reste donc valable pour k = 0.
2. On a:



n n—1
Y P(Xy=k)=> P(X,=k)+P(X,=n)
k=0 k=0
n—1
=) pa+p"
k=0
_ 1_pn n o __ n n
=qx +pt=1-p"+p
I—p

3. (a) Le support de X,, étant fini, X,, admet donc nécessairement une espérance qui vaut :

n n—1 n—1
E(Xp) =Y kP (X, =k)=> kgp" +np" =1 —p)pY_kp*" +np"
k=0 k=1 k=1

n—1
Ainsi, [ E(X,)=(1—-p)p Z kpP~! 4+ np™ |
k=1

n—1
(b) La somme Z kp®~! correspond a la somme partielle de la série géométrique dérivée
k=1
de raison p qui converge car p €]0, 1] et dont on connait la somme :

“+o00
>kttt = S
Pt (1-p3? ¢

Comme, par croissance comparée np™ — 0,n — 400, il s’ensuit que

1 p
lim FE(X,)= — ==

Probléme 2 | EDHEC 2024

Dans tout ’exercice, n désigne un entier naturel.
b)
1
dzx.
4 — 22

1 b
1. (a) Déterminer les réels a et b tels que : Va € [0, 1], -_¢ +

4—22 2—z 242z

1 1
On pose u,, = / 1_ .2 dx et on a en particulier ug = /
0 == 0

1
(b) En déduire que ug = 1 In(3).

2. Calculer u;.
1
n+1

3. Montrer que : Vn € N, 4u,, — tUpqo =

4. On considére le programme suivant :

def suite(n):
if (-1)**n ==
u = np.log(3) / 4
for k in range(2,n + 1,2)
u=4%*u- ...
else :
u = np.log(2 / np.sqrt(3))



Solution.

for k in range(3,n + 1,2)
u=4*u- ...
return u

Qu’est ce que permet de tester sur ’entier n la condition
if (-1)**n ==

Compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle renvoie la valeur de u,, a 'appel
de suite(n).

Utiliser la définition de la suite (uy), oy pour établir 'encadrement suivant :

1 1
YneN, —— <up < 0———.
TEN I S S 3

En déduire la convergence de la suite (u,), oy ainsi que la valeur de lirf Up-
n—-—+oo

) La série de terme général u,, est-elle convergente ou divergente ? Pour quelle raison ?

) Etablir, grace 4 une intégration par parties, 1’égalité suivante :

1 2 Loognt2
VneN, u, = — / z sdz.
3n+1) n+1ljy (4—22)

Montrer par encadrement que :

1
xn+2

lim [ ————dr=0.
n—+oo Jq (4_3«;2)

Montrer que lim 3nu, = 1.
n—-+oo

1
On dit alors que u,, est équivalente a 3. au voisinage de l’infini.
n

1. (a) Soit = € [0, 1], et a, b deux réels.

On a:
L b a@+2)+b2—-x) 2(a+0b)+(a—bx
2—x 242 4 — 22 N 4— 2 ’
D'ou :
1 a b
Vz € [0,1], = + <= Vze[0,1], 1=2(a+b)+ (a — b)x

4—22 2—-z 2+x
<= 1=2(a+beta—b=0

1
—|la=b=-|
“ 1

En utilisant la question précédente, on a :

1
1
= d
o /o 1=

o L |
Y R 1 4
/0 W2 —2) “/0 2r0)™

- i ([_ In(2 — )]} + In(2 + x)]é)
_ In(2) +In(3) — In(2)
4
[ In(3)
===

2

x
2. Pour calculer uq, il suffit de remarquer qu’une primitive de -2 est la fonction définie

— T



In(4 — 2?)

sur [0,1] par z — — 5

On a donc :

ur [_111(42_1:2)}:: —In(3) +In(4) _ %m (4) 2l (2)

3. Soitne N, on a:

1

Ainsi Vn € N, dup, — tupyo = ——.
insi Vn Up, — Up42 T

4. (a) Cette condition teste si n est pair ou non. En effet si n est pair alors (—1)" =1et sin

est impair alors (—1)" = —1 # 1.

(b) D’aprés la question précédente, on a pour tout entier n : u,i1o = 4du, — P
n

programme calcule les termes de wu,, par récurrence en incrémentant n de 2 & chaque

étape.

Si n est pair, on calcule u,, en utilisant la formule de récurrence et en partant de ug. Si

n est impair, on fait de méme en partant de u.

def suite(n):
if (-1)**n ==
u=np.log(3)/4
for k in range(2, n+1, 2)
u = 4*xu-1/(n-1)
else :
u=np.log(2/np.sqrt(3))
for k in range(3, n+l, 2)
u = 4xu-1/(n-1)
return u

5. (a) Soit n € N. Pour tout x € [0,1], on a :

Par positivité de I'intégrale (les bornes sont dans I’ordre croissant), on a donc :

1 n 1 n 1 n
/ x—dm < / x de < / x—dm.
0 4 0 4 —x 0 3




Apreés calcul des deux intégrales au bord, on en déduit que :

1 1
— < < — |
An+1) =" =3m+1)

1 1
La suite (u,,) est encadrée par les suites | —— et | — ui convergent
(vn) b (rm) o (), qucomers

toutes les deux vers 0. D’aprés le théoréme d’encadrement, on conclut que

|la suite (uy) converge aussi vers 0 |

On a:

[ V’REN, 1 < Up.

1
(n+1)
1
° Z m diverge (faire un changement d’indice dans la somme partielle pour se

ramener au terme général d’une série harmonique divergente (car Riemann avec
a=1).

Par le théoréme de comparaison de séries & terme positifs on en déduit que Z u, diverge.

Pour tout x € [0, 1], on pose :

anrl
u'(z) = a™ < u(x) = i
1 , 2z
v(z) = g = v (x)m =

Les fonctions u et v sont C! sur [0, 1].

D’aprés la formule d’intégration par partie, on a alors :
1 n
x
i Lo /1 .
nrDE—a2)], m+D ), @—a22™
1 2 boognt?
= — / dx |
3n+1) (n+1) ), (4—2a?)

Soit n € N. En procédant de la méme matiére qu’a la question 5)a), on peut montrer
que pour tout z € [0,1] :

1 n+2 1 nt2 1 n+2
xr X X
dz < ———dr < dx.
/0 16 ”3*/0 (4—3:2)2““/0 9

On a alors :
1 boognd? p 1
— < -_— < — .
16(n + 3) —/0 A—222" = 9(n+3)
Ainsi, on a :
1 boognt? 1
YneN, —— < ——dr < ———
e 16(n+3)_/0 @—222" = 9n+13)
1
e lim — =0
n—+o0 16(n + 3)
1
° =0

lim —
n—+oo 9(n + 3)
D’aprés le théoréme des gendarmes, on peut conclure que :

1
xn+2

N A e R




7. On a:

5 3n 6n /1 nt2 J
Ny, = - x
3n+1) (n+1) ), (4—22)2
Or,on a:
3
o lim 2 -1 (en factorisant par les termes dominants)
n—+o0 3(n + 1)
6n
e lim —=
n—+oo (n+ 1)
1 n+2
e lim [ =0

n—+oo Jq (4—5(;2)2

D’ou par produit et somme de limite, on en déduit que | lim 3nu, = 1.
n—-+oo

Probléme 3 | EML 2023

—T

Pour z € ]0; +00[ on pose f(z) = .
On consideére la suite (u,)nen définie par ug = 1 et par Vn € N, up11 = f(uy).

1. (a) Etudier les variations de la fonction f : z +— f(x) (on dressera son tableau de variations,
en précisant les limites).

(b) Montrer que (uy)nen est bien défini et que Vn € N, u,, > 0.
2. Informatique.

(a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que I'appel fonc_1(a) renvoie
le plus petit entier n tel que u,, > a.

def fonc_1(a):

from numpy import exp
u=1

n=0

while ........

u=exp(-u)/u

return n
(b) On considére maintenant la fonction Python :

def fonc_2(a):
from numpy import exp
u=1
n=0
while u>a:
u=exp(-u)/u
n=n+1
return n
Les appels fonc_1(10**6) et fonc_2(10**(-6)) donnent respectivement 6 et 5.
Qu’en déduire pour us et ug?
Commenter ce résultat en une ligne.

(c) Ecrire une fonction Python qui a pour argument un entier n et qui renvoie la valeur de
Unp,.

3. Pour x € [0;+00[ on pose g(z) = e~ % — 2.
(a) Démontrer que la fonction g : x — g(x) réalise une bijection de [0; +oo[ sur | — oco;1].

(b) En déduire que l’équation f(z) = z, d’inconnue z, posséde une unique solution dans
l'intervalle ]0; +oo], que l’on notera a.



(c)

1
Justifier que — < a < 1. On rappelle que e ~ 2,7.
e
Ecrire un programme Python permettant de calculer une valeur approchée de o 4 103
pres.
Démontrer que l'on a : us > ug.
En déduire par récurrence que la suite (ua,)nen est croissante.

Justifier que la suite (ugp41)nen converge.

5. Pour z € ]0; 400 on pose : h(z) = f o f(z). On pose également h(0) = 0.

(a)
(b)
(c)

(d)

Soit  un réel strictement positif. Déterminer h(x).
Démontrer que la fonction h : x — h(zx) est continue sur [0; +-o0[.

Démontrer que l’équation h(z) = z, d’inconnue z, admet exactement deux solutions
sur [0; +00[ qui sont 0 et «, o étant le réel introduit a la question 3.(b).

En déduire la limite de la suite (u2,+1)nen-

6. La suite (ugy)nen est-elle majorée 7 Admet-elle une limite ?

Solution.

1. (a) La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ comme quotient de fonctions déri-
vables dont le dénominateur ne s’annule pas.
De plus, pour tout z > 0,

Tr—e® —e F(z+1)

Or,z+1>0 (car x > 0), e=® > 0 et 22 > 0, donc f'(z) < 0.
Ainsi, | f est strictement décroissante sur |0; +oo| |

Pour le calcul des limites il n’y a pas de forme indéterminée.
On a:
e lim e =0

Tr——+00

e lim =40
T—+00

D’ou par quotient | lim f(z)=0]|.

r—+00

Par ailleurs, on a :
e lime *=1
z—0

o limx =04
z—0

D’ou par quotient [ lim f(x) = +oo|.
z—0

D’ou le tableau de variations de f suivant :

x 0 —+00




(b)

Montrons par récurrence, pour tout n € N, la propriété P(n) : « u, est bien défini et
Up > 0 ».

Initialisation :

ug = 1 d’aprés ’énoncé. D’ou P(0) est vraie.

Hérédité :

Soit n € N quelconque fixé.

On suppose P(n) vraie, c’est a dire u,, est bien défini et u, > 0.

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire « u,4+1 est bien défini et u,y1 >0» :
Par hypothése de récurrence, u,, est bien défini et u,, > 0. En particulier, u,, appartient
a 'ensemble de définition de f, donc f(u,) est bien défini, i.e u, 11 est bien défini.

De plus, d’apreés les variations de fonction f étudiées a la question précédente, on a
f(z) > 0 pour tout = > 0.

Or par HR, U,, > 0.

Donc f(uy) > 0 et donc u,11 > 0.

D’ou P(n + 1) est vraie.

Conclusion :

Par le principe de récurrence on en déduit que , pour tout n € N, u,, est bien défini et
Uy > 0.

On calcule les termes successifs de la suite jusqu’a avoir u,, > a, c’est-a-dire tant que
Uy < a. D’ol le programme :

def fonc_1(a):
from numpy import exp

u=1

n=0

while u<=a:
u=exp(-u)/u
n=n+1
return n

La commande fonc_2(a) renvoie le plus petit n tel que u, < a.

Par conséquent, les termes g, . . . , u4 sont tous compris dans l'intervalle ]10~¢; 10%]. Par
contre, us < 1076 et ug > 10°. Il semblerait que la suite (u,) alterne des trés grand
termes avec des trés petits termes.

Programme classique.

def suite(n):

from numpy import exp

u=1

for k in range(n):

u=exp (-u)/u

return u

La fonction g est dérivable sur [0;4+o00[ comme différence de fonctions dérivables et
pour tout © > 0, on a ¢'(x) = —e™% — 2z = —(¢* 4+ 2z). Or, e™* > 0 et 22 > 0, donc
g'(z) <0.

Par conséquent, g est strictement décroissante sur [0; 4o00].

De plus, g est continue sur cet intervalle (puisqu’elle y est dérivable).

Donc, par le théoréme de la bijection,on en déduit que g réalise une bijection de [0; +o0]

sur g([0; +oo[) = Lgrfmg(x);g(())} :

Or, on a directement lirf g(xz) = —oo et g(0) =1.
T—r+00

|Ainsi g réalise une bijection (strictement décroissante) de [0; +oo[ sur | — o0o; 1] |

10



(b)

Pour tout > 0, on a :

—XT

f(m)zx@%zx

= e = g2

= et —12=0
< g(z) =0
Or, g réalise une bijection de [0; +o0o[ sur | — oo; 1], et 0 appartient a 'intervalle image
| =003 1.
Donc ’équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur [0; 400l
De plus, a # 0 car g(0) # 0.

|Ainsi léquation f(x) = x admet une unique solution « dans I'intervalle |0; +o0]. |

Onag(l)=et—1.
1
Or,e>2,donce ! < 3 donc en particulier e~ < 1.

Par conséquent, g(1) < 0.

De méme, g (%) = exp (’71) — exp(—2).

Or, comme vu ci-dessus, % < 1, et donc en particulier, é < 2.

D’ou —71 > —2, et donc (par stricte croissance de la fonction exponentielle) exp (—71) >
exp(—2).

On en déduit que g (%) > 0.

Ainsi, on a g(1) < g(a) < g ().

1
Et donc, par stricte décroissance de g sur [0; +o00[, on en déduit que| — < @ < 1.

On au; = f(ug) =e L.

1
Comme e > 2, on en déduit que uq < 3

Par conséquent, par stricte décroissance de f sur J0;4oof, on a f(u1) > f(3), c’est-a-
dire uy > 2e~1/2,

1
Or, e < 4, donc €'/? < 2, donc e~1/2 > 3 et donc 2¢71/2 > 1.

| En conclusion us > 1, c’est-a-dire us > ug. |

Les questions plus subtiles commencent ici.

Pour tout n € N, posons v,, = uay,.

Montrons par récurrence, pour tout n € N, la propriété P(n) : v,41 > vy -
Initialisation :

D’apreés la question précédente, on a us > ug, soit v > vg.

D’ou P(0) est vraie.

Heérédité :

Soit n € N quelconque fixé.

On suppose P(n) vraie, c’est a dire v,+1 > vy, .

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire v > vpy1 -

Par HR, v,41 > vy, S0it uap42 > uap-

Par stricte décroissance de f sur |0;+oo[, on en déduit que f(ugni2) < f(uz,), soit
U2n+3 < U2p+1-

De méme, par stricte décroissance de f, on en déduit alors que f(uant3) > f(u2nt1),
SOit Ugp a4 < Ugpto C'est & dire vypo > Vpyq -

D’ou P(n + 1) est vraie.

11



(c)

Conclusion :
Par le principe de récurrence on en déduit que , pour tout n € N, v, 11 > v,.

|Ainsi, la suite (v,) et donc (uay), est strictement croissante |

Pour tout n € N, posons w,, = ua,+1. D’apreés la question précédente, pour tout n € N,
ON & U2p4+2 > U2p.

Par stricte décroissance de f sur ]0;+oo[, on en déduit que f(ugnt2) < f(ua,), soit
Una3 < Ugpi1, OU €NCOTE Wyt1 < Wp.

Ainsi, la suite (wy,), c’est-a-dire la suite (ugn41), est strictement décroissante.

Comme par ailleurs, elle est minorée par 0 (ug > 0 pour tout k& € N d’aprés la question

1.(b)), on en déduit, par le théoréme de convergence monotone que | la suite (ug,41) est convergente |.

Pour tout = > 0, f(z) > 0, donc la composée h(z) = f(f(x)) a bien un sens.
De plus,

Ainsi |V > 0, h(z) = ze® exp (—e ) .
x

D’apreés la question 1.(a), la fonction f est continue sur ]0; +00[ & valeurs dans ]0; +o0[.
Par conséquent, fo f est continue sur ]0; +o00[ comme composée de fonctions continues.
Autrement dit, h est continue sur ]0; 4o0].
Examinons maintenant la continuité de h (a droite) en 0.
D’aprés la question précédente, on a, pour tout = > 0, h(z) = ze® exp(— f(z)).
Or, f(z) — +o0, donc —f(z) — —oo, donc exp(—f(x)) — 0.
z—0+ z—0t z—0+
De plus, ze* — 0, donc h(z) — 0.
z—0 z—07+
D’ou h(xz) — h(0).
z—0t

Donc h est continue (& droite) en 0.

| Conclusion : la fonction h est continue sur [0; +o0]. |

On sait déja que 0 est solution de h(x) = = puisque h(0) = 0 par définition de h(0).
Cherchons maintenant les solutions strictement positives.
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Pour tout > 0, on a :

—T

h(z) = x <= ze” exp (

) =z (question 5.(a))

_ T
<:>e””exp( )zl car ¢t # 0
x
<> exp ( ) =e 7
x
_e_z
<= = —x par injectivité de la fonction exp
x
671‘
= — =z
x

— f(z)==
< r=a (question 3.(b))

Ainsi, il y a une unique solution strictement positive, qui est «.

|Conc1usion : ’équation h(z) = x, d’inconnue x, admet exactement deux solutions sur [0; +00[, qui sor

(d) Reprenons les notations de la question 4.(c) : pour tout n € N, wy, = ugp41.
Alors pour tout n € N, on a wp41 = tznts = f(uant2) = f(f(u2nt1)) = h(wy).
Notons ¢ la limite de (w,,) (qui existe d’aprés la question 4.(c)), et passons a la limite
dans Végalité w, 11 = h(wy,).
On obtient alors, par continuité de A sur [0; +oo[ (cf question 5.(b)) : £ = h(¥).
Par conséquent, d’aprés la question précédente, £ = 0 ou ¢ = «.

Montrons que ¢ # «. Le premier terme de la suite (wy,) est wo = u1 = f(ug) = f(1).
Or, comme o < 1 (cf question 3.(c)), on a, par stricte décroissance de f : f(a) > f(1),
soit a > wy.

Ainsi, la suite (wy,) est strictement décroissante (cf question 4.(c)), et de premier terme
strictement inférieur & a. Elle ne peut pas converger vers o.

Par conséquent, ¢ est nécessairement égal a 0.

| Conclusion : la suite (ugy,+1) converge vers 0. |

6. La suite (ua,) est croissante (cf question 4.(b)).
Donc, par le théoréme de la limite monotone : soit elle est majorée, et dans ce cas elle
converge, soit elle ne l'est pas, et dans ce cas diverge vers +oc.
Par l’absurde, supposons qu’on soit dans le premier cas (suite majorée et convergente).
Notons £ sa limite.
De méme qu’a la question précédente, on a, pour tout n € N : ugpy1) = Uzpia =
F(F(uzn)) = huzy).
D’ou, en passant a la limite : ¢/ = h(¢'), et donc (cf question 5.(c)) ¢ =0 ou ¢’ = .
Or, (ugy,) est croissante, de premier terme ug, qui est strictement supérieur, a la fois a 0 et
ao.
Elle ne peut donc pas converger, ni vers 0, ni vers «, ce qui contredit ce qui précéde.
On n’est donc pas dans le cas ou (uz,) est majorée et convergente.

Conclusion : la suite (ug,) n’est pas majorée, et lm wug, = +00.
n—-+oo

Probléme 4

Soient n et b deux entiers avec n > 1 et b > 2. On considére une urne contenant n boules noires et
b boules blanches, toutes indiscernables.
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Un joueur A effectue des tirages successifs d’une boule sans remise dans 'urne jusqu’a obtenir
une boule blanche.
1l laisse alors la place au joueur B qui effectue des tirages successifs d’une boule avec remise dans
I’urne jusqu’a obtenir une boule blanche.
On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par A avant de tirer
une boule blanche et on appelle Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées
par B avant de tirer une boule blanche (s’il ne reste plus de boule noire lorsque B commence, on
a donc Y = 0).
Par exemple, si n = 3 et b = 7 et que les tirages successifs ont donné une boule : « noire, blanche,
noire, noire, noire, noire, blanche » alors :

o A a effectué deux tirages, il a retiré une boule noire puis une boule blanche de I'urne;

e 'urne contient maintenant 8 boules dont deux noires et six blanches;

e B a effectué ensuite cinq tirages dans cette urne, il a pioché 4 boules noires qu’il a reposé
dans 'urne aprés chaque tirage puis il a pioché une boule blanche;

e X vaut 1 et Y vaut 4.

On pourra se servir, durant tout I'exercice, des événements suivants :

— A; : «le joueur A tire une boule blanche lors de son i“™¢€ tirage »

— B : «le joueur B tire une boule blanche lors de son i*™€ tirage »

Les parties I et IT sont indépendantes. La partie II contient des raisonnements costauds
et des calculs techniques.

I. Etude d’un cas particulier b = n = 2.

On considére ici le cas particulier ot 'urne contient 2 boules noires et 2 boules blanches.
Pour ce cas particulier on pourra s’aider d’un arbre pondéré, mais une bonne rédaction sera tout
de méme nécessaire.

1. Donner les probabilités des événements : [X =0], [X =1], [X =2] .
)
2. En déduire I'espérance de X et vérifier que la variance de X vaut 9

3. Montrer, par la formule des probabilités totales, que la probabilité de 1’événement [Y = 0]

1
est donnée par : P ([Y =0]) = 3

4. Pour tout entier ¢ naturel non nul, déterminer les probabilités suivantes :

P(X=0n[y =d), P(X=1n[y=i), P(X=2n[y=i).

12\, (1Y
5. En déduire que, pour tout entier ¢ naturel non nul, P([Y =i]) = 5 <<3) + (2> )
+oo
Vérifier que : ZP([Y =1i])=1.
i=0

6. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

BONUS

II. Retour au cas général.

1. Pour tout k € {1;...;n} calculer la probabilité P ([X = k]) , puis vérifier que :
(n—k+b—1)
b—1

P([X:k]):w.
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"N (k+b—1 b
2. Utiliser la question qui précéde pour justifier que Z ( 2‘7 : ) _ (nz— ) .
k=0

Indication : on pourra utiliser le changement d’indice k < n — k.
Par conséquent on vient de démontrer la formule :

(S) VYNEN,VaeN, g:(““) _ (N”H).

P a a+1

k k
3. Soient k> 1, N > 1 et a € N.Démontrer que k( + a) =(a+1) < i?) puis justifier
a a

que :
N N N—1
k+a k+a k4+a+1
k = k = 1 .
Sr( T =k () e X (MR
k=0 k=1 k=0
4. A ’aide des questions précédentes, montrer que 'espérance de la variable n— X est donnée
ar: B(n—X)= 2
r. n — = —Q .
P b+ 1

En déduire lespérance de X, notée E(X).

5. Démontrer que Pix—y ([Y =i]) = (n—Z‘—T—i—l) n_Z:_z_l pour ¢ > 0 et k €
[0;n —1].

Calculer également Px—_p ([Y" = 0]) et enfin Prx_p; ([Y = i]) pour i > 1.
_ . - : n—k ol
6. Pour tout k£ de X (), et pour tout entier 4, non nul, justifier que la série E | ——
—~ \n+ b—k—1

est convergente et déterminer sa somme.

bn
7. Montrer que Y admet une espérance et vérifier que : E(Y) = w1

Solution. Exercice complet et progressif, calculs finaux costauds

I.Etude d’un cas particulier b =n = 2

1. En introduisant les événements élémentaires classiques B; :"tirer une boule blanche au iéme
tirage" et IV; :"tirer une boule noire au iéme tirage", il vient :

[X =0] = B;.
2 1
Donc P(X =0) = 1-3% (boules présentent équiprobables)
[X =1] = Ny N Bs.
22 1
Donc P(X = 1) = P (N1) Py, (B2) = 75 = 5
[X =2] = Ny NNy Bs.

212 1
DOnC P(X = 2) = P(N])PNl (NQ) PNlﬂNz (Bg) = 155 = 6
2. On vérifie la cohérence :
k 0112
1 1 1
(X =k) 213 > ,
SUSCH N EETE
5

et |V (X)=E(X?) - E(X)’ =

ol
3. Les tirages de B dépendent de ceux de A.
On utilise donc la formule des probabilités totales, avec le sce ([X = k]);c(q.1,2) de proba-
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bilités non nulles, pour en déduire que :

P(Y=0)=P(X =0)Px—o(Y =0)+P(X=1)Px_1 (Y =0)+P (X =2)Py_s (Y =0)

1><1_~_1><1
3 2 6

><1—|—
3

N|— W+~

. Calcul de les probabilités P([X = 0]N[Y =1i]), P([X = 1]N[Y =14]), P([X =2|N[Y =1]).

On remarque que pour k € {0;1;2} , la réalisation de I'événement X = k signifie qu’au
tour de B de faire des tirages 'urne contient 2 — k boule noires (X est le nombre de boules
noires tirées par A) et 1 boule blanche.

Donc pour 7 € N,

Pr—g (IV = i) = (?f’;) .

qui est la probabilité de faire 7 tirages d’une noire suivi d’un tirage d’une blanche (les tirages
étant avec remise).
Ensuite, par la formule des probas conditionnelles, on en déduit que

P(X =K N[Y =i]) = P([X = k) Px—y ([Y =i]) = P([X = k]) <§,::) ﬁ
Finalement,
Px—ony =i =3 x(3)
Pix=tnr =i=1 < (3) 3
P([Xzz]ﬂ[Yﬂ]):%x (?) %

- En utilisant la formule des probabilité totales avec le systéme complet d’évenements ([X = k]);c0.1,2}

de probabilités non nulles, on en déduit que :
Vi>1, P([Y =1]) =P([X:O]ﬂ[Y:i])#—Pl([X:l]ﬂ[Y: i)+ P([X =2]N[Y =1])

1 2\“1 1 N1 1 0\°
:zx(3>3+3x<z)z+6x<1>
1{/2\" /1\°
6(3)+(2)

On a donc une expression différente pour Y =0 :
1

Conclusion :| P(Y =0) = 3

etpouri>1:P (Y =i) =

~

e B

On en déduit alors que :
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6. E(Y) existe si et seulement si Zz’P (Y = i) converge absolument.
i>0
Or, ici, la convergence absolue de Z i P (Y = 1) équivaut a la convergence simple (car tout

i>0
est positif).
Soit n > 0.
n ‘ 1 n . 9 7 1 n . 1 i
ZZP(Y:z)ZGZl<3> +622<2)
i=0 i=1 i=1
n i—1 n i—1
12 (2 1 1 (1
_63;Z(S> +6X2;Z(2>

9\ i1 1\ 1 9 1
car les séries Zz (3) et Zz <2> convergent, car 3‘ <1let ‘2’ <1

i>1 i>1
Donc la série est absolument convergente.

4
Conclusion | Y a une espérance et F (V) = 3

II. Retour au cas général.

1. On a X (Q) = [[0,n]]
Et pour k € [[0,n]], (X =k) = N1 N---N N, N By donc

P(X=k)=P(N1) - Pnng s (Nk) X Pryoonvgy (Bit1)
~.n_  n—(k=-1) " b
n+b o n—(k—1)+b n—k+b

car le conditionnement donne le nombre de boules noires restantes.
On le réécrit avec des factorielles :

n!
(=) n!(n—k+b—1)
P(X =k)= b= b
% (n+b)!(n—k)!

que 'on compare a la forme proposée :

P Fotb— n—k+b—1)!
CTETY) e bal(n—k+b— 1)l

b—1
= = =P(X =k)

(7le) (Tzﬁ)! (n+d)!(b—1)(n—Ek)

car bl = (b —1)!b.
(n—k+b—1)
En conclusion, |Vk € [0;n], P (X =k) = (Z_ft) )
b
2. Comme X est une variable aléatoire avec X (2) = [[0,n]], on a donc ZP (X=k=1
k=0

et comme (”Zb) est constante par rapport & k, on peut factoriser hors de la somme

(=)
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que ’on réindexe en effectuant le changement de variable h = n — k qui inverse 1’ordre

d’indexation
z”: h+b—1\  (n+b
b—1 ) \ b

h=0

3. Soient k >1et N>1lalors kl=k(k—1)!cark—1>0et

k<k+a> _(kta)  (k+a)

akl  al(k—1)

B (k4 a!)
=) e =
()

On en déduit alors que :

Zk(’”“)MZ Do)

k=0

N—
h
(a+1) Z ( ot ) par le changement de variable h = k — 1

et on substitue N —1 a4 N et a + 1 & a dans la formule ci dessus pour obtenir :

ék(k;a) —@en (VI

4. Question subtile
Par le théoréme de transfert : £ (n — X) = Z (n — k)P (X = k) ne fait pas apparaitre la
somme précédente.

On revient donc a la définition E(n — X)=» hP(n—X =h) car (n— X) () =[0,n]
h=0

h=0
n (h+b71
—Zh (Z;) etaveca=b-—1
h=0 b

bln! (n+ b)!
(n+b)! (b+1)!(n—1)!

e car n! =n(n—1)!

et comme F (n — X) =n— E(X), on en conclut que
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5. Quand X = k, il reste n — k boules noires et b — 1 boules blanches pour les tirage du joueur
B

b—1
Tant qu’il n’a pas eu de boule blanche, la probabilité de tirage de blanche est de

n—k+b—-1

Le nombre de tirages de B pour obtenir la premiére blanche Y + 1 est donc sans mémoire.
b—1 n—k \ b-1

tY +1 o it Px—r (Y =14) =

oLy (_>g<n—k+b—1)sm x=k (Y =1) <n—k+b—1> n—ktb—1°¢

cela méme pour ¢ = 0.

t

P(X—kmy—')—(ni’ljﬁil) n-k L our i >0 et k€ [[0,n —1]]
- ey kb 1) nkrp 1 POTE o

(")

6. 0< —ni_k<1donclausériez:i"*1 converge et

Sy Sy | 2" &
%iqi—l— 1 _(n—k+b—1)2

= s =

i=1 (1-1q) b—1

7. Question digne de ESSEC II :
Par la formule des probabilités totales avec (X = k); (9, cOmme systéme complet d’évé-

nements,
n—1

P(Y=i)=P(X=nnY=i)+) P(X=kNY =i
k=0
que 'on ne cherche pas & expliciter...mais on utilisera plutot les questions précédentes.
donc, et (convergence absolue partout)

“+o0 n—1
E(Y)=) i|P(X=nnNY=i)+Y P(X=kNY =1
1=0 k=0
+oo n—14+oo
=) iP(X=nnNY =i)+ > > iP(X=kNY =)
=0 k=0 =0

constante / 4

_0+§0+7§ P(X—k)ioz‘ n-k T -k b-1
- i=1 k=0 - i—o n—k+b—1 n—k+b—1n—-k+b-1

ZSP(X:@ (n—k)(b-1) (n—k+b—1)2

P (n—k+b—1)° b—1
n—1
n—k
:ZP(X:k:)b_l
k=0
1 n—1
:b_—lz:P(X:k)(n—k)
k=0
1
_ _ !
b—lE X) (transfert!)
1 bn
S b—1b+1
Finalement, E (V) = "
I 111 €1 =
’ b2 — 1
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