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���� ������������ �� ����� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ������ ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ���������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ��������� ������� ������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������ ����������� �� ������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � ���
������ �������� ����������� � �������� �� �� ������ �������� � � � � � � � � ���

���� ������������ ��������������� �� ������������ � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������������ ��������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������� ��� ������������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������� ��� ������������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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�� �������� �������� �� ���������� ��� ��������� ������� �� �������� ��� ��� ������������ ��� �� ����
���� ���� �� ��� ���� ������� Ω ������ ��� ����������� ������� ���� �������� ���� �� ������� ������
��������� �������� ���� ����� ��� �� ����� ���� ���� �������� ���� ��� ������� ������� ���� �������
�� ��� ����������� ������� ��� �������� ��� ������ ��� ������������� ���� �� �������� ��� ��� ����
��������� ��� �� ������� ��� ������ ��� ������������� ���� ����� ���������� ��� ��� ������ ���� ��
����������� ����� � ������ ��� ��������
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23.1 Événements

������ ������������ �� �������� ������������

��� ������� ������ ������� ������� �

�� �� ������� �� ������ ��� �� ������� ����� ����� �� ������� �� ������ �� ����� ������� ��
�� ������ �������� ��������

�� �� ������� �� ������ ��� �� ������� ����� ����� ���� ��� ���� �� �� ������� �� ������ ��
������ �������� ���������

�� �� ����� � ���� ��� ����� �� �� ������� �� ������ �� ���� �������� �� � ����� Ω = {P ;F}5

���� �� ��������� ���� ������ ���������� ������� ��� ���������� �� ���� �

������� ���� ��������� ������������ ��� �� ������� ��������

�� �� ����� ��� ����� �� �� ���� �� ������� ���� ���� ������ �� ����� ��� ����� �� ���� �������
���� �� n����� ������� �� �������� ������ ������ ���� ���������� ��� �� ����� (F, . . . , , F, P )
�n �������� ���� �� �� ���� ��� ���� �������� ������ ����� �������� ����� ���� �����������
��� ��� ������� �� F �
����� Ω = {P ;F}N�

�� �� ����� ����������� �� �� � ��� ����� �� �� ���� �� ����� ��� ��������� ��������
����� Ω = ([1; 6])

N
��� ��� ���������� ��� ������ ���������� �� [1; 6]� ���� ����� �� ������

�������

�� �� ���� �� ����� ��������� ���� ���� ��� ��� �� ������ ��������� ���� ������������ [0; 10]�
����� ������� ��� ����� �� ��� ����������� � ����� � ���� � �������� ���� ����� � ��� N��

� ����� ��� ��� ������� ���������� ������� ���� ���� ������ ����� �������������� ������� �����
���� �� ������� ��������

�������� ���� ����������������������� ������� ��������������

�� ��������� �� ������� ���������� ��������� ���� ��������� ��������� �� �� ����� ���� ���� ������
������� ��� ��� i� Ai � � �� �������� �� i���� ������ ��� 1 ��

�������� ��� ���������� �������� � ������ ��� ���������� Ai �

�� Bi � � �� ������� 1 �������� �� i����� ������ �

�� C � � �� ����� �� ��� ��������� ��� �� 1 �

�� D � � ����� ������ �� ����� �� 1 �

�� E � � ������� 1 � ���� ��� ������� �

�������� ���� �✒��

�� ��������� �� �������� ���������� ��������� ���� ��������� ��������� �� �� ����� ���� ����
������ ������� ��� ��� i� Fi � � �� �������� �� i���� ������ ��� �� ���� ��

�������� ��� ���������� �������� � ������ ��� ���������� Fi �

�� Bi � � �� ������� ���� �������� �� i����� ������ �

�� C � � �� ����� �� ��� ��������� ��� �� ���� �

�� D � � ���� ��� ������� ������� ���� �

�� E � � ����� ��� ������� ����� ���� �

������������������������������� ���



����� ������������ �� ����� ������������ ��� ���� �����

������ �������� ��� ����������

���� �������� ��� ������� �� ������������ ���� �� ����� ��� �� ���� ���������� ��� �������� ���������
�� ������ �������������� (Ω,A)� ���� Ω �������������� ������

���������� ��� ���������� ��� �� ������������� �� P(Ω)� ���� A� ��� ������ �

�� Ω ∈ A,

�� A ��� ������ ��� ������� �� �������������� � �� A ∈ A, ����� A ∈ A,

�� A ��� ������ ��� ����� �� ���� ����������� � �� I ⊂ N �� �� (An)n∈I ��� ���

������� ���������� �� A� �����
�

n∈I

An ∈ A�

��������� ����

�� ��� ����� ��� �� ������ (Ω,A) ��� �� �������������������� �� ��� �������� �� A ���� �������
�����������
� ����� ��� ����� A ��� ������ ��� �������������� �� ��� ����� ����������� �� � ����� ��� A ���

������ ��� ������������ ����������� � ���� ���� I ⊂ N ��� ��� ∀n ∈ I, An ∈ A, �� �
�
n∈I

An ∈ A�

I ⊂ N ������� ��� I ��� �� ������������� �� N� �� ���� ���� N �� N∗ �� ���� �����
�������� ����������

� �� I = N�
�

n∈I

An ∈ A =
�

n∈N
An ∈ A =

+∞�

n=0

An ∈ A�

� �� I = N∗�
�

n∈I

An ∈ A =
�

n∈N∗

An ∈ A =
+∞�

n=1

An ∈ A�

�������� ������

������ ��� ���������� ��� ��� ���������� ��� ���� ������� ���� (Ω,P(Ω))� ������� Ω �����
���� ������� ���� ��� ������ ���� �� ��� ���� ������� �� Ω ����� ���� ����� ����� A�

���� �� ���� ��� ����������
+∞�
n=n0

��
+∞�
n=n0

���� �������� ��� n0 ��� �� ���� ����������

��� ���� ������ �� �� ��������

�������� ������

23.2 Intersection et union d’événements

�� ��������� ��� ���� �� ��� ���� ������ �� ���� �� �������� ��� ������������ ��� �� ������� ��� �����
���� ���� ����� ���� ���� ���������� ��������� ������� �� ������ �� ����������� �� ��������� ���
�������� ������� ������������� �������� �� ���������� �� ������ ����� ����� ��� �������������
����������� ��������

��� ����� ����� ���������� ���� ������



��� ���� ����� ����� ������������ �� ����� ������������

���� ���� n ∈ N� ���� An �� ����������

�� �� �������
+∞�

n=n0

An =
�

n≥n0

An ��� ����������� ��� ����� �� ��� ����������

An �� ������� ���� �� ������ n ≥ n0��

�� ��������������
+∞�

n=n0

An =
�

n≥n0

An ��� ����������� ����� ��� ���������� An ��

��������� ���� � ������ �� ���� n0��

��������� ���� ������ �� ������������ ������� �������������

��� ���� �� ������ ���� �� ���� ���������� ������� �������

+∞�

n=n0

An =
+∞�

n=n0

An ��
+∞�

n=n0

An =
+∞�

n=n0

An.

����������� ������ ����� �� �������

�������� ����� �� ����� ��� ����� ��� ������� �� ����� �� ���� An ����������� �������� ���� ��
n����� ��������

�� ������� �����������
+∞�

n=1

An �� ����������� ��������� ��������

�� ������� �����������

+∞�

n=1

An �� ����������� ��������� ��������

�� ������� ������ � �� ������ ������� �� ���� � �

���� ��������� �� ��� ��������� �������� ��������� �� ��������� �� ������� ������� ������������
�� ��� Ω �� �������� ������

���� (Ω,A) �� ������ �������������� �� ���� I ��� ������ �� N ��� ����������� I ���� ����
N��
��� ������� ����������� (An)n∈I ��� �� ������� ������� ������������ ���

�� ∀n ∈ I, An ∈ A �� An �= ∅
�� ��� ���������� ���� � � � ������������� ������������

∀(i, j) ∈ I2 ��� ��� i �= j, Ai ∩Aj = ∅.

�� Ω =
�
n∈I

An.

��������� ���� �������� ������� ������������ ��������

������� ����� �� A ∈ A� {A,A} ��� �� ������
�� I ��� �� �������� ����������� �� �� Ω = {ωi, i ∈ I} ����� ({ωi})i∈I ��� �� ������

������������������������������� ���



����� ������ ����������� ��� ���� �����

23.3 Espace probabilisé

������� ����� �������� ��� �������� �� �������� �� ����������� �� �������� ����������� ���� ������
������� �� ��������� �� ����������� �� ����� ������ �������������

������ ���������

���� (Ω,A) �� ������ �������������� ���� �� �������
�� ������� ����������� ��� (Ω,A) ����� ����������� P �� A ���� [0; 1] ����� ���

�� P (Ω) = 1.

�� ���� ����� ������� ����������� (An)n∈I ������������ � � � �������������� ��

�����
�

n∈I

P (An) �������� ��

P (
�

n∈I

An) =
�

n∈I

P (An).

�� ��� ��� P ��� σ����������

�� ������� (Ω,A, P ) ��� ������ ������ ����������� �� ∀A ∈ A, P (A) ��� �� �����������
�� A.

��������� ����

�� Ω ��� ���� �� ������� ���� ��� �� ��������� ��� �� �������� ��� ��� ������ ������

�������� ������

������ ���������� ����������

���� (Ω,A, P ) �� ������ ����������� �� I ⊂ N�
�� (An)n∈I �� ������� ������� ������������� �����

�
n∈I

P (An) = 1�

����������� ������

������ ��� ���������� ����� ����������� ���� ���� �� �������� �� ������� ������ ���� �� ���
���� ������� ������ ��������� ��� �

�� P (∅) = 0�

�� P (A) = 1− P (A)

�� �� A ⊂ B ����� P (A) � P (B)

�� P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)� ����

�������� ������

��� ����� ����� ���������� ���� ������



��� ���� ����� ����� ������ �����������

�� (An)n∈I ��� ��� ������� ����������� ������������ �� A �� �� �� ����� �� �����
������� P (An) ��������� ����� �

P (
�

i∈I

An) ≤
�

n∈I

P (An).

����������� ������

������ ��������� ������� ������� �� �����������

���� (Ω,A, P ) �� ������ ������������

�� A ��� ��� ����������� �� ���������������� �� P (A) = 0 �� A �= ∅
�� A ��� ��� ������� ��� �� ������������� �� P (A) = 1 �� A �= Ω.�

��������� ���� ���������� ������� ������� �� ��������� ������������

� ���� �� ��� ���� ��� ������� ������������ ����������� �� ������������ ������
������� �� ����������� �� ���� ���� ��� ������� ������������ �������� ��
������� ����� ���� ���� �� ������� ������ �� ����� ���� �� ���� �� ���� ����
���������������� �������� � ����� ��������� ��������� ��������� ��� ����� �� ��
������� ��� ������������ ��������

�������� ������

������ ������ ����������� �� ������������� ������������

�� �� ��� ��� (An)n∈N ��� ��� ����� ���������� ������������ �� A ��
∀n ∈ N� An ⊂ An+1�
��������� ��� ��� ���� ���� n ∈ N� An ������� �������� ��� An+1 ��� ��������

�� �� ��� ��� (An)n∈N ��� ��� ����� ������������ ������������ �� A ��
∀n ∈ N� An+1 ⊂ An�
��������� ��� ��� ���� ���� n ∈ N� An+1 ������� �������� ��� An ��� ���������

��������� ����

������ �������� ����������� � �������� �� �� ������ ��������

�� ������� ����� ������ ���� ��� ��������� �������� ��� � ��� ���������� ������������ ���� ��
������� ��� �������������

������������������������������� ���



����� ������ ����������� ��� ���� �����

���� (An)n∈N ��� ����� ���������� ������������� ����� �� � �

��

P

�
+∞�
k=0

Ak

�
= lim

n→+∞
P

�
n�

k=0

Ak

�

= lim
n→+∞

P (An) �� (An) ��� ��� ����� ���������� ������

��

P

�
+∞�
k=0

Ak

�
= lim

n→+∞
P

�
n�

k=0

Ak

�

= lim
n→+∞

P (An) �� (An) ��� ��� ����� ������������ ������

�������� ����� ��������� �� �� ������ ���������

�� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ��������� �� ���� � ��� ��������� ���� ���� n0�

�������� ������

�������� ���� ��������� ������������� �� ������� �� ����� �� ��������� ���� ���� �� ��
��������� �� ��� ������� �� ������� ������������ ������������� �� ���� �

� Ak � � �� �������� �� k���� ������ ��� 1 ��

� C � � �� ����� �� ��� ��������� ��� �� � ��

� Cn � � �� ����� �� ��� ��������� ��� �� 1 ���� ��� n �������� ������� ��

�� ��� �������� Cn � ������ ��� Ak�

��� ������� ��� P (Cn) = 1− P
�
A1 ∩ · · · ∩An

�

��� �������� ����� P (Cn)�

�� ��� �������� ��� (Cn)n∈N∗ ��� ��� ����� ���������� �������������

��� �������� C � ������ ��� Ck� ���� ������� ��� C ��� ������� ����

�� ��� �������� C � ������ ��� Ak� �� ����� (An)n∈N∗ �������� ��� ����� �������� ������������ �

��� ��������� ��� C ��� ������� ����

�������� ���� � ✒� �������� ������������� �� ������� �� ����� �� ��������� ���� ���� �� ��
��������� �� �� ������ ����� �� ������� ������������ ������������� �� ���� �

� Ak � � �� �������� �� k���� ������ ��� 1 ��

� D � � ������� ����� � ��

� Dn � � �� ��� ������� �� 1 ���� ��� n �������� ������� �� �������� ������� ��

�� �������� D �� �������� ��� ���������� Ak� ���� �� �������� ��� ���������� Dn�

�� ��������� ��� D ��� ����������� �� ���� �������� ��� ���������� �� �������� �� �������
����� �������� ���� ��� ���������� Dn �� ���� ��� ���������� Ak �������������

�������� ����� � �������� �� ����� ���� ��� ����� ������ �� ���������� �� ������ ��� �� �������
������������ ��� �������� �� �������� ������� ����� ������ ���������������� �� ������ � ���� ���
�� ����� ������ ���� ��� ��������� �

��� ����� ����� ���������� ���� ������



��� ���� ����� ����� ������������ ��������������� �� ������������

23.4 Probabilités conditionnelles et indépendance

������� ���� �� ��� � ��� �� ���� �� ��� ��� ���������� � ����������� ���� �� ��� ����� � ��������� �� ��
����������� ��������������� ������������ ������������� ������� �� ������ ������� ��� ������������
����������

�� ���� ���������� ����������� �������������� �������� ������������ �� �� ������� ��� ������������
������� � ��� �������� ������� ������������ ��� � �� ������������ �� ��������� �� ����� ���� ��
��� �������

������ ������������ ���������������

���� (Ω,A, P ) �� ������ ����������� �� A �� ��������� �� ����������� ����������
����� ������������� PA ������ ��� A ���

PA(B) =
P (B ∩A)

P (A)

���� ���� B ∈ A ��� ��� ����������� ��� (Ω,A) ������� ����������� ��������������
�������� � A �� ����������� ������� A.
PA(B) ��� ������ ������� ���� P (B/A)�

�������� �����

���� �������� �� ��� ���� ������ �� �������� PA(B) ��� P (A ∩ B) ���� ���� ��� ���� ��
������� �� ��������� �� �� ����������� �������������� ���� ������� P (A ∩B) � P (A ∩B) =
P (A)PA(B)�

�������� ������ ��������������

��������� � ����� ���� �� ��� ���� �� �� ��� ��������� P (A ∩B) �� PA(B)�
���� P (A∩B)� �� ������� � ������ ����� A �� B �� ��������� ���� ������������ � �������
����� ��� ���� PA(B)� �� ���� ��� A ��� �������� �� �� ������� ��������� � ������ �����
B �� ��������
�� ����������� �������������� ����� ��� ������������ ������ ��� ���������� ������ ���� ���
������������ ������� ������ ���� �� ����������� ���������������

��������� ������

�� PA(Ω) = 1

�� PA(∅) = 0.

�� PA(B) = 1− PA(B).

�� �� C ⊂ B ����� PA(C) ≤ PA(B).

�� PA(C ∪B) = PA(C) + PA(B)− PA(C ∩B).

����������� ������

������������������������������� ���



����� ������������ ��������������� �� ������������ ��� ���� �����

������ ������� ��� ������������ ���������

������ A1, .., An ��� ������� ������������ ���� ������ ����������� (Ω,A, P ) ������ ���
P (A1 ∩A2 ∩ .. ∩An−1) �= 0. ����� �� � �

P (A1 ∩A2 ∩ .. ∩An) = P (A1)PA1
(A2)PA1∩A2

(A3) ... PA1∩A2∩..∩An−1
(An).

����������� ������ �������� ��� ������������ ����������

������ ������� ��� ������������ �������

���� I ��� ������� ���� �� ���� �� N.
���� (An)n∈I �� ������� ������� ������������ ���� ������ ����������� (Ω,A, P )
���� ��� ∀n ∈ I� P (An) �= 0�
����� ���� ���� ��������� B� �� � �

P (B) =
�

n∈I

P (B ∩An) =
�

n∈I

P (An)PAn
(B). ������

�������� ����� �������� ��� ������������ ��������

�� �� �������� �������� ��� �������� ������ ����������� ��� ��� An ���� �� ������������
��� ������ ���� ���� ������ �� ������� ��������

�� �� I = N� �� ������� ������� � ������

P (B) =
+∞�

n=0

P (An ∩B) =
+∞�

n=0

PAn
(B)P (An).

�������� ������

�������� ����� �� �� ����� ���� �� ����� �� ��������� ����� ����� � ���� ��� ���� ��������� ���
������� �� ������� ������������ ������������ ���� ���
�� ���� �

� Ak � � �� �������� �� k���� ������ ��� 1 ��

� Bn � � �� ������� 1 �������� �� n����� ������ ��

�� �������� Bn �� �������� ��� Ak� ������� P (Bn)� ������� ��� ���� � ����
+∞�

n=1

P (Bn) = 1�

�� �������� �� ����������� �� ����������� E � � �� �������� ���� ����� � ��� ������ �� ��� �����
���� ����� 1 ��

����� ���� �������� �������� ���� �� �������� ��� ��� ������������ ��� �� ������� ���� ��
������� ��� ������������ ������� ��� ����� ������� ���� ������ ����� ���������� ���������
������������ �� ��� �� ������� ����� ��� ��������� ��������� ������� ��� ��������� �� ��
���������

�������� ������

��� ����� ����� ���������� ���� ������



��� ���� ����� ����� ������������ ��������������� �� ������������

�������� ����� ✒ �� ����� ��� ����� ���������� ������� ������� ���� ���� �� �������� ����� �� ����
���� �� n���� ������� �� ����� n ���� �� �� ������� ��� ������� �� ���� �� ���� ���� �� �� ����� ���
�� ��� ������ ��� �� ����������� �� �� ��� ������� �� � �

������ ������� �� �����

�� ���� A �� B ���� ���������� �� ����������� ��� ����� � �����

PB(A) = PA(B)
P (A)

P (B)
.

�� ���� I ��� ������� ���� �� ���� �� N.
���� (An)n∈I �� ������� ������� ������������ ���� ������ �����������
(Ω,A, P ) ���� ��� ∀n ∈ I� P (An) �= 0 �� B �� ��������� �� ����������� ��� ������
����� ∀k ∈ I �� �

PB(Ak) =
P (Ak)PAk

(B)
�

n∈I

P (An)PAn
(B)

.

�������� ����� �������� �� ������

������ ������������� �� �����������

��� ���������� �� �������������� ���� � ���� �� �� �������������� �������� ������� �� ��������
��� ��� ������������ ��� �� ������� ���� ����� ��� ��� ���������� ��� ��� ����������� ������� ��������
���� �� ��� �� ��������� ����� ��� ����
����� ��� �������������� �� �� ��������� �� �������������� �������� � ��� ����� ������������ �

���� (Ω,A, P ) �� ������ ������������ �� ��� ��� ���� ���������� A �� B ���� ��������
����� ���� �� ����������� P ��

P (A ∩B) = P (A)P (B).

��������� ���� ��������������

�� A �� B ���� ������������ ���� �� ����������� P ����� A �� B ������ A �� B� ����� A ��
B) �� ���� ������

����������� ������

������������������������������� ���



����� ������������ ��������������� �� ������������ ��� ���� �����

���� I ��� ������� ���� �� ���� �� N.
���� (Ai)i∈I ��� ������� ������������ ������ ��� �� ������ ����������� (Ω,A, P )�

�� �� ��� ��� (Ai)i∈I ���� ���� � ���� ������������ ���� �� ����������� P �� ��
��������� �� ∀(i, j) ∈ I2 i �= j� P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj)

�� �� ��� ��� (Ai)i∈I ���� ������������ ������������ �� ���� ���� k ∈ N∗ ��
���� ����� ����� �i1, i2, . . . , ik) ���������� ��������� �� I� �� � �

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aik) = P (Ai1)× P (Ai2)× ...× P (Aik).

��������� ����

�� �� ��������� ����� ���� �� ������ ������ �� N ����� ���� �� ����� � ������� ����
����� ��� ����� �����

�� �� ��� ������ ���� �� �������� ������� � ��������� ��� ����� ������������ ���������
���� �������� �� ������� �� ����� ���� ����� �� �������������

�������� ������

������� ����� �� �� ����� ��� ������� �� ���� ��� ����� ������� ���� ���� ����������� p �� �����
������� An ����������� �������� ���� �� n���� �������� �� ���� ���������� ��� ��� An ���� n ∈ N∗

���� ������������� ������ �� ����������� ��� ���� ���������� ���� �� �������� ���� �� n���� ������
���

P (An ∩An−1 ∩An−2 ∩ · · · ∩A1) = p(1− p)n−1.

��� ����� ����� ���������� ���� ������


